Über die Automorphismengruppe des Fermatkörpers  by Leopoldt, Heinrich-Wolfgang
File: 641J 190001 . By:CV . Date:17:01:00 . Time:10:09 LOP8M. V8.0. Page 01:01
Codes: 4166 Signs: 2441 . Length: 50 pic 3 pts, 212 mm
Journal of Number Theory  NT1900
journal of number theory 56, 256282 (1996)
U ber die Automorphismengruppe des Fermatko rpers*
Heinrich-Wolfgang Leopoldt
Universita t Karlsruhe, Karlsruhe, Germany
Communicated by P. Roquette
Received January 1, 1994
In this paper the full group of automorphisms of the curve xn+yn=zn over an
algebraically closed field of arbitrary characteristic p0 is determined. It turns out
that in general the group is of order 6n2 and of the structure known from
characteristic 0. However there are exceptional cases, namely characteristic p>0
and exponent n=1+ph>3. In this case the automorphism group is the projective
unitary group PGU(3, q) (with q=ph) of order (q3+1) q3(q2&1). The proof
involves a detailed study of Weierstra? points in characteristic p>0.A character-
ization of the Fermat function fields in terms of their genus and their automorphism
group is given.  1996 Academic Press, Inc.
0. Einleitung
Es sei n eine natu rliche Zahl und 0 ein algebraisch abgeschlossener
Ko rper, dessen Charakteristik char(0)=p(0) kein Teiler von n ist. Es
sei weiter Kn 0 der durch
Kn=0(x, y) mit xn+yn+1=0
definierte algebraische Funktionenko rper der Fermatschen Gleichung zum
Exponenten n, im folgenden kurz Fermatko rper (zum Exponenten n)
genannt. Er hat das Geschlecht
gn= 12 (n&1)(n&2)
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und damit eine fu r n4 endliche Automorphismengruppe Aut(Kn 0). In
dieser Note werde ich erstens diese Automorphismengruppe ganz allgemein
bestimmen und zweitens zeigen, wie sich der Fermatko rper Kn 0 durch
Geschlecht und Automorphismengruppe charakterisieren la ?t.
Gewisse Automorphismen sind leicht als solche zu erkennen: Ist `n eine
primitive n-te Einheitswurzel aus 0, so erha lt man eine abelsche Gruppe An
vom Typ (n, n) von Automorphismen von Kn0 in den Multiplikationen
von x, y mit n-ten Einheitswurzeln, die mit
Aa, b : x  `an x, y  `
b
n y (a, b mod n)
bezeichnet seien. Die Permutationen der drei Erzeugenden bei homogener
Schreibweise der Fermatgleichung liefern weiter eine zur symmetrischen
Gruppe dritten Grades isomorphe Automorphismengruppe Hn von Kn 0,
die etwa erzeugt wird von den beiden Automorphismen
S : x 
y
x
, y 
1
x
und T : x 
1
x
, y 
y
x
mit den Relationen S 3=T 2=1, T &1ST=S &1. Das Kompositum Gn dieser
beiden Gruppen An und Hn werde im folgenden kurz die Fermatgruppe
(zum Exponenten n) genannt. Die leicht zu besta tigenden Relationen
S&1Aa, b S=ASa, b=Ab&a, &a und T
&1Aa, b T=ATa, b=A&a, b&a
zeigen, da? An Normalteiler von Gn ist, da? wegen An & Hn=1 also
Gn=Hn An ein semidirektes Produkt von An mit Hn ist und insbesondere
die Ordnung 6n2 besitzt. Ich werde zeigen, da? Gn in der Regel bereits die
volle Automorphismengruppe von Kn 0 ist. Es gibt jedoch Ausnahmen,
und ein Ausnahmefall ist leicht als solcher zu erkennen: Ist n&1=q=ph
eine Potenz der Charakteristik von 0, so hat die linke Seite der
Fermatgleichung die Gestalt der terna ren hermiteschen Einheitsform u ber
dem endlichen Ko rper Fq2 von q2 Elementen
x1+q0 +x
1+q
1 +s
1+q
2 =0
mit x0=1, x1=x, x2=y, und man rechnet nun ganz leicht nach, da? jede
zugeho rige unita re Matrix aus Fq2 0, als jede dreireihige Matrix
(:+&)+, &=0, 1, 2 aus Fq2 mit der Eigenschaft
t(:+&) } (:q+&)=($+&),
wobei t(:+&) die durch (:+&) bestimmte transponierte Matrix und ($+&) die
Einheitsmatrix bezeichnet, in der Form
U : x+  \ :
2
&=0
:+& x&+<\ :
2
&=0
:0& x&+ ( +=0, 1, 2)
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einen Automorphismus von Kn 0 liefert. Da unita re Matrizen ersichtlich
genau dann zum selben Automorphismus von Kn 0 fu hren, wenn sie sich
nur um einen skalaren Faktor unterscheiden, erha lt man so in diesem
Fall eine zur projektiven unita ren Gruppe PGU(3, q2) isomorphe
Automorphismengruppe Gn* der Ordnung |Gn* |=(q3+1) q3(q2&1). Das
erste Resultat dieser Note besagt nun, da? dieser unita re Fall der einzige
Ausnahmefall ist:
Satz 1. Es sei n4. Ist n&1 keine Potenz der Charakteristik von 0, so
ist die Fermatgruppe Gn die volle Automorphismengruppe des Fermatko rpers
Kn 0. Ist jedoch n&1=q=ph eine Potenz der Charakteristik p von 0, so
ist die Gruppe Gn*$PGU(3, q2) der ``unita ren'' Automorphismen die volle
Automorphismengruppe von Kn 0.
Da alle angegebenen Automorphismen bereits dann erkla rt sind, wenn 0
die n-ten Einheitswurzeln entha lt, la ?t sich die Voraussetzung, da? 0
algebraisch abgeschlossen sei, nachtra glich zu `n # 0 abschwa chen.
Bequemlichkeitshalber sei jedoch weiterhin stets 0 algebraisch
abgeschlossen.
Im Fall der Charakteristik p=0 und auch fu r alle genu gend gro?en p
la ?t sich Satz 1 ganz elementar beweisen. Zur Abku rzung nenne ich eine
Gruppe G von Automorphismen eines algebraischen Funktionenko rpers
K0 vom Geschlecht g>1 regula r, wenn p kein Teiler der Gruppen-
ordnung |G| ist. Ist K0=K G der Fixko rper einer solchen regula ren
Automorphismengruppe und g0 sein Geschlecht, so hat die Hurwitzsche
Relativgeschlechtsformel fu r KK0 die bekannte einfache Gestalt
2(g&1)
|G|
=2(g0&1)+ :
t0
i=1 \1&
1
e0i+ , (0.0)
wo t0 die Anzahl der in KK0 verzweigten Primdivisoren P0i von K0 und
jeweils e0i die Verzweigungsordnung der Primteiler in K von P0i bezeichnet
(i=1, . . . , t0). Ist |G| gro? im Verha ltnis zum Geschlecht g, so ergeben sich
aus (0.0) starke Einschra nkungen fu r g0 , t0 und den Verzweigungstyp
(e0i , ..., e0t0) von G. Die genauere Diskussion zeigt im Fall des Fermat-
ko rpers Kn 0:
(0.1) Fu r p{2, 3 ist Gn selbst, fu r p=2 ist die Untergruppe vom Index 2,
fu r p=3 ist jede der drei Untergruppen vom Index 3 der Fermatgruppe Gn
eine maximale regula re Automorphismengruppe von Kn 0.
Damit ist der Fall p=0 erledigt. Ersetzt man andererseits bei der
Herleitung von (0.0) den Dedekindschen Differentenexponentensatz durch
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die allgemeine Hilbertsche Differentenformel, so ergibt sich leicht die
allgemeine Bemerkung:
(0.2) Fu r p>2g+1 ist die volle Automorphismengruppe von K0
regula r.1
Die Schwierigkeiten im Beweis von Satz 1 liegen also nur bei den
Primzahlen pn2&3n+3. U brigens wird sich der Beweis von Satz 1 zwar
auf (0.1) stu tzen, die durch (0.2) gegebene Einschra nkung jedoch nicht
verwenden. Die hier skizzierte elementare Methode la ?t sich nun auch
verwenden, um den Fermatko rper zu charakterisieren. Als ein Resultat
dieser Art zeige ich:
Satz 2: Besitzt der algebraische Funktionenko rper K0 vom Geschlecht
g>1 fu r eine natu rliche Zahl n4 eine regula re Gruppe G von
Automorphismen von K0 der Ordnung |G|=6n2, die einen abelschen
Normalteiler A vom Exponenten n und vom Index (G : A)=6 mit
nichtzyklischer Faktorgruppe GA hat, so ist ggn , und die Gleichheit
g=gn besteht nur im Fall des Fermatko rpers K=Kn und der Fermatgruppe
G=Gn .
Soweit die elementaren Methoden! Um Satz 1 allgemein zu beweisen,
werde ich die Automorphismen von Kn 0 abza hlen mit Hilfe einer ko r-
perinvariant ausgezeichneten Serie S von Weierstra?punkten von Kn 0,
welche im Fall p=0 bereits von Hasse angegeben wurde (Hasse [1]). Um
sie sogleich invariant zu definieren, sei fu r einen Primdivisor p von Kn 0
jeweils E( p)Z+ der Halbmodul der nichtnegativen ganzen Zahlen m, fu r
die pm der genaue Nenner eines Elements z{0 von Kn ist. Dann la ?t sich
S erkla ren als die Menge der p, fu r die E( p) von n&1 und n erzeugt wird,
E( p)=Z+(n&1)+Z+ n. (0.3)
Da die 3n Primdivisoren p von Kn 0, welche im Za hler oder Nenner einer
der beiden Erzeugenden x, y stecken, wie man leicht sieht, zu S geho ren, ist
S nicht leer. Im unita ren Fall n=1+q folgt nun sofort, da? auch alle
anderen p, deren Koordinaten x( p), y( p) im Teilko rper Fq2 liegen, zu S
geho ren mu ssen. Daher ist die Anzahl |S| der p # S mindestens 3n, im
unita ren Fall mindestens q3+1. Der Schlu ssel fu r den Beweis von Satz 1
liegt in der Tatsache, da? S damit bereits ausgescho pft ist (wegen |S|<
sind die p # S also Weierstra?punkte von Kn0 im Sinne der Definition
von F. K. Schmidt):
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Satz 3. Es sei n4. Dann ist die Menge S der Primdivisoren p von
Kn 0 mit E( p)=Z+(n&1)+Z+n eine Serie konjugierter Weierstrah-
punkte von Kn 0. Sie besteht im nichtunita ren Fall genau aus den 3n
Za hler-bzw. Nennerprimteilern der Erzeugenden x, y, im unita ren Fall
n=1+q genau aus den q3+1 Primdivisoren von Kn0, deren Koordinaten
x( p), y( p) zu Fq2 _ [] geho ren.
U brigens ist n&1 der kleinstmo gliche Nennerexponent, der u berhaupt
auftreten kann, ist S im nicht-unita ren Fall bereits durch n&1 # E( p)
charakterisiert, wa hrend im unita ren Fall noch n&1=q # E( p) fu r alle
Primdivisoren p von Kn 0 gilt.Die Bestimmung der Automorphismen-
gruppe von Kn 0 wird durch Satz 3 zuru ckgefu hrt auf die Bestimmung der
Gruppe G( p) derjenigen Automorphismen von Kn 0, welche einen Prim-
divisor p # S festlassen. Wegen dimpn=3 hat nun G( p) eine treue
Darstellung durch dreireihige Dreiecksmatrizen. Ihre Untersuchung liefert
im unita ren Fall leicht das gewu nschte Ergebnis. Im nichtunita ren Fall
genu gt im Hinblick auf (0.1) der Nachweis, da? G( p) fu r p{2 regula r ist
und da? fu r p=2 die Verzweigungsgruppe G1( p) von p die Ordnung
|G1( p)|=2 hat.Um den Schlu sselsatz 3 zu beweisen, ziehe ich die
lokalen Entwicklungen der ganzen durch pm teilbaren Differentiale heran.
Dabei ergibt sich am Rande fu r p=0 (oder allgemeiner fu r den Fall der
``klassischen Fehlzahlverteilung'' des Ko rpers Kn 0) u.a. eine Beschreibung
aller Weierstra?punkte von Kn 0 durch die Nullstellen eines gewissen
Polynoms Wn(X) # Q[X] (vgl. 92, Satz 5). Es zeigt sich weiter, da? die
wesentlichen, zum Beweis von Satz 3 fu hrenden Schlu?weisen nicht nur auf
den Fermatko rper Kn 0 anwendbar sind; sie lassen sich unvera ndert u ber-
tragen auf die gro?e Klasse von algebraischen Funktionenko rpern K0ich
nenne sie hier die Funktionenko rper vom allgemeinen Fermatschen Typus,
deren kanonische Klasse wesentlich dieselbe Struktur hat wie die kanonische
Klasse von Kn 0, oder grob gesprochen um die Klasse der algebraischen
Funktionenko rper K0, welche ein doppelpunktfreies ebenes projektives
Modell n-ter Ordnung besitze (vgl. HenselLandsberg [2], S. 425 f). Fu r
solche Funktionenko rper K0 la ?t sich ein Anfangsstu ck der Dimensions-
funktion &  dim p& allgemein u bersehen und lassen sich die Primdivisoren
p von K0, fu r welche diese Dimensionsfunktion die kleinstmo gliche
Sprungstelle hat, geometrisch charakterisieren als die Beru hrungspunkte der
hyperoskulierenden Tangenten jenes Modells (vgl. 91, Satz 4). Dieser
Sachverhalt scheint in der bisherigen Literatur nicht bemerkt worden zu sein.
Der fu r den vorliegenden Zweck entscheidende Punkt ist natu rlich die Tat-
sache, da? sich dies charakteristikunabha ngig begru nden la ?t.
Die eingangs eingefu hrten Bezeichnungen und Verabredungen u ber 0, p
und n werden durchweg beibehalten. Die wichtigsten bekannten Tatsachen
u ber den Fermatko rper Kn 0 und die Relativgeschlechtsformel werden am
Anfang von 92 bzw. 93 noch einmal kurz dargestellt.
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1. Hyperoskulierende Tangenten allgemeiner Fermatkurven
1. Ein allgemeiner ``Fermattypus''. Den folgenden Untersuchungen lege
ich einen algebraischen Funktionenko rper K0 zugrunde, der mit dem
Fermatko rper Kn 0 gewisse wesentliche Eigenschaften gemein hat, die ich
zuna chts formuliere: (I) Die kanonische Klasse W von K0 ist die n&3-te
Potenz einer wenigstens dreidimensionalen Klasse C vom Grad n:
W=Cn&3 mit d(C)=n und dim C3.
Insbesondere hat also K0 wie der Fermatko rper Kn 0 das Geschlecht
gn=( n&12 ) und ist jede dieser Bedingung genu gende Klasse C primitiv.
Nach dem Riemann-Rochschen Satz ist weiter
dim Cn&2=\n2+, dim Cn&1=\
n+1
2 + , aber dim Cn=\
n+2
2 +&1.
(1.1)
Ich setze weiter voraus: (II) In der Klasse C gibt es drei linear unabha ngige,
paarweise teilerfremde, ganze Divisoren n,q,r derart, dah erstens die von
ihnen gebildeten n&1-gliedrigen Produkte nn&1&+q+&*r* (0*+n&1)
linear unabha ngig sind, und zweitens wenigstens einer von ihnenetwa
nein Produkt von n verschiedenen Primdivisoren ist, n=N1 N2 . . .Nn . Die
Eigenschaft, linear unabha ngig zu sein, hat dann offenbar auch das System
der m-gliedrigen Produkte fu r alle m mit 1mn&1. Wa hlt man nun ein
ganzes Differential
|0 $nn&3 (1.2)
und Elemente x, y von K gema ?
x$
q
n
, y$
r
n
, (1.3)
so folgt fu r m=n&3 insbesondere, da? sich jedes ganze Differential | von
K0 eindeutig in der Form
|= fn&3(x, y) |0 (1.4)
darstellen la ?t mit einem Polynom fn&3(x, y) vom Grade n&3.
Allgemeiner sind nach (II) die Potenzprodukte x+&*y* mit 0*+
n&1 noch linear unabha ngig u ber 0, wa hrend dies nach (1.1) fu r die
Potenzprodukte x+&*y* mit 0*+n nicht mehr gelten kann. Es gibt
somit ein irreduzibles Polynom n-ten Grades Fn(X, Y ) # 0[X, Y] mit
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Fn(x, y)=0, und, da nach (1.3) sicher (K0(x))=(K0( y))=n gilt, folgt
nun fu r K0, da?
K=0(x, y) mit Fn(x, y)=0 (1.5)
ist, und da? dieses Polynom Fn(X, Y ) wegen p{n in X ebenso wie in Y
separabel ist und den Grad n hat. Ein algebraischer Funktionenko rper, der
den Forderungen (I), (II) genu gt, hei?e im folgenden ein Funktionenko rper
vom allgemeinen Fermattyp (zum Exponenten n); (1.5) hei?e eine zugeho rige
Normalerzeugung und C (die zu ihr geho rende) ausgezeichnete Klasse von K0.
Die Dimensionsaussagen (1.1) lassen sich erga nzen; allgemein gilt na mlich
dim C&=\&+22 + (0&n&1) (1.6)
und daher insbesondere dim C=3 in Verscha rfung von (I). Nach (1.1)
bedarf es nur fu r & mit 0&n&3 eines Beweises. Man setze dazu
&=n&3&}, beachte, da? die Behauptung fu r }=0 nach (I) richtig ist,
und verwende bei der vollsta ndigen Induktion nach } die folgende einfache
Bemerkung: geho rt ein Differential der Form |=hn&3&}(x, y) |0 mit
einem homogenen Polynom hn&3&}(x, y) vom Grade n&3&} zum Raum
W (n}+1) der ganzen, durch n}+1 teilbaren Differentiale, so ist der Za hler
von hn&3&}(1, yx) durch n teilbar, hat also hn&3&}(1, t) die n, nach (II)
paarweise verschiedenen Nullstellen {1 , . . ., {n , welche durch yx#
{& mod N& bestimmt werden; das ist natu rlich nur mo glich fu r |=0. Auf
diese Weise ergibt sich dann leicht, da? fu r 0}n&3 jeweils W(n})
zusammenfa llt mit dem von den Differentialen x+&*y*|0 mit 0*+
n&3&} aufgespannten Teilraum W$(n}) der Dimension ( n&1&}2 ), was
wegen dim Cn&3&}=dim W(n}) dann (1.6) liefert.
Nach dem RiemannRochschen Satz ist nun klar, da?
dim C&=&n& 12 n(n&3) (&n)
gilt, so da? fu r jedes &0 der Vielfachenraum L(n&) von den
Potenzprodukten x+&*y* mit 0*+& aufgespannt wird. Demnach ist
0[x, y] die in K ganz-abgeschlossene Hu lle von 0[x], ist also 1, y, . . . yn&1
eine x-Ganzheitsbasis von K0(x) und also der au?erwesentliche Dis-
kriminantenteiler von y bzw. 0(x) gleich Eins. Dasselbe gilt natu rlich fu r
den au?erwesentlichen Diskriminantenteiler von x bzw 0( y); in der
Sprechweise der algebraischen Geometrie hat also die Kurve Fn(x, y)=0
keine Doppelpunkte im Endlichen. Nach Voraussetzung u ber n sind auch ihre
Fernpunkte alle einfach, ist also die ebene projektive Kurve n-ter Ordnung
Fn(x0 , x1 , x2)=xn0 Fn \x1x0 ,
x2
x0+=0
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doppelpunktfrei. Ist umgekehrt eine doppelpunktfreie ebene projektive
Kurve n-ter Ordnung Fn(x0 , x1 , x2)=0 gegeben und la ?t sich das
Koordinatensystem x0 , x1 , x2 so wa hlen, da? erstens die Ferngerade x0=0
die Kurve in n verschiedenen Punkten schneidet, zweitens die Geraden
x1=0 und x2=0 aber keinen dieser n Schnittpunkte enthalten, so hat ihr
Funktionenko rper K=0(x, y) mit x=x1 x0, y=x2 x0 alle verlangten
Eigenschaften, denn fu r die Klasse C des gemeinsamen Nenners von x, y
gelten offenbar die vorstehend entwickelten Dimensionsformeln. Fu r das
Geschlecht und die kanonische Klasse folgt g=( n&12 ) bzw. W=C
n&3;
daher gilt (I), und ein Tripel von Divisoren mit der Eigenschaft (II) hat
man in n, q, r fu r x$qn, y$rn.
2. Kleine Lu ckenzahlen. Fu r Primdivisoren p von K0 sollen nun
Aussagen gewonnen werden u ber den Halbmodul E( p) der m # Z+ , fu r die
pm als Nenner eines Elements von Kx auftritt. Dabei ist eine endliche
Menge S1 von Primdivisoren p auszunehmen, na mlich erstens die Prim-
teiler p  n das gemeinsamen Nenners n der beiden Variablen x, y und
zweitens die in K0(x) oder in K0( y) verzweigten Primdivisoren. Fu r
p  S1 sind dann erstens die durch :=x( p), ;=y( p) erkla rten ``Koor-
dinaten'' :, ; # 0 endlich und zweitens die durch x=:+x~ , y=;+y~
eingefu hrten ``lokalen'' Variablen x~ , y~ zwei Primelemente fu r p. Defini-
tionsgema ? ist genau dann m # E( p), wenn dim pm=dim pm&1+1 ist,
und dies ist nach dem Riemann Rochschen Satz gleichbedeutend damit,
da? der Raum W( pm&1) der ganzen, durch pm&1 teilbaren Differentiale
mit seinem Teilraum W( pm) zusammenfa llt. Um diese Bedingung
bequemer Untersuchung zuga nglich zu machen, gehe ich u ber zum
Dualraum W* aller Linearformen , : W  0 des Raumes W aller ganzen
Differentiale von K0. Offenbar hat jedes | # W auch eine eindeutige
Darstellung der Form
|= :
n&3
+=0
:
+
*=0
#+* x~ +&*y~ *|0
mit Koeffizienten #+* # 0. Fu r ein beliebiges Primelement t fu r p haben
dann lokale Entwicklungen von x~ , y~ die Gestalt
x~ = :
k1
:k tk und y~ = :
l1
;l tl mit :1 ;1{0.
Setzt man fu r deren Potenzen noch
x~ m= :
k0
: (m)k t
k bzw. y~ m= :
l0
; (m)l t
l,
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so ist : (m)k =;
(m)
k =0 fu r k<m und :
(m)
m =:
m
1 , ;
(m)
m =;
m
1 von Null
verschieden. Mit den Abku rzungen
. (m)+* = :
k+l=m
: ( +&*)k ;
(*)
l (0*+n&3)
und
(|, ,(m)) = :
n&3
+=0
:
+
*=0
#+* . (m)+*
erha lt die lokale Entwicklung von | die Gestalt
|=\ :m0 (|, ,
(m)) tm+ |0 ,
und es ist wegen p |% n, |0 $nn&3 dann der Raum W( pm)W
charakterisiert durch die Gleichungen (|, ,(m$))=0 fu r 0m$m&1
und ist in W( pm&1) einfach der Kern der Linearform , (m&1) : W  0,
|  (|, ,(m&1)). Somit fa llt also genau dann W ( pm&1) mit seinem
Teilraum W ( pm) zusammen, wenn diese Linearform ,(m&1) linear
abha ngig ist von den ,(m$)(0m$m&2). Anders gesagt: genau dann ist
m # E( p), wenn es Elemente !0 , ..., !m&2 in 0 gibt mit
,(m&1)= :
m&2
}=0
!} ,(}).
Offenbar ist nun fu r ein m mit 0mn&3 einerseits . (m)m, *=:
m&*
1 ;
*
1 {0,
anderseits aber .(})m, *=0 fu r 0<}m&1. Fu r solche m ist mithin stets
,(m) linear unabha ngig von den , (})(0}m&1), also m+1  E( p), und
folglich
dim p0=dim p1= . . . =dim pn&2=1. (1.7)
3. Eine Umformung. Um die Frage beantwo rten zu ko nnen, fu r welche
p  S1 der na chste in Betracht kommende Nennerexponent n&1 zu E( p)
geho rt, ist fu r m=n&2 zu entscheiden, ob es eine lineare Relation der
Form
,(m)= :
n&3
}=0
!} , (}) (1.8)
mit Koeffizienten !0 , ..., !n&3 aus 0 gibt oder nicht. Wenn es eine solche
Relation gibt, so bedeutet dies, da? in !0 , ..., !n&3 eine Lo sung des linearen
Gleichungssystems
.(m)+, *= :
n&3
}=0
!} . (})+, * (0*+n&3)
264 HEINRICH-WOLFGANG LEOPOLDT
File: 641J 190010 . By:CV . Date:17:01:00 . Time:10:09 LOP8M. V8.0. Page 01:01
Codes: 2671 Signs: 1387 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm
vorliegt, Insbesondere gilt dann
. (m)+, 0= :
n&3
}=0
!} . (m)+, 0 (0+n&3).
Da nun, wie die zum Beweis von (1.7) fu hrenden U berlegungen zeigen, die
(n&2)-reihige quadratische Matrix (.(m)+, 0) Dreiecksgestalt hat und die
Determinante
det (. (m)+, 0)=:1
(n&22){0 (0+, xn&3)
besitzt, sind die !0 , ..., !n&3 als Lo sung dieses Teilsystems bereits eindeutig
bestimmt. Ich gehe nun aus von der Lo sung !0 , ..., !n&3 dieses Teilsystems.
Eine notwendige Bedingung dafu r, da? fu r diese Koeffizienten sogar (1.8)
gilt, hat man offenbar in den zu *=1 geho rigen linearen Gleichungen
. (m)+, 1= :
n&3
}=0
!} . (})+, 1 (1+n&3).
Mit einem zuna chst noch beliebig wa hlbaren % # 0 forme ich diese
Bedingungen wie folgt um: zuna chst gilt ersichtlich fu r jeden Exponenten m
.(m)+, 1= :
k+l=m
: ( +&1)k ;
(1)
l
=% :
k+l=m
: ( +&1)k :
(1)
l + :
k+l=m
: ( +&1)k (;
(1)
l &%:
(1)
l )
=%: ( +)m + :
m
l=1
(;l&%:l) : ( +&1)m&l ,
und hierin ist nun stets . (m)+, 0=:
( +)
m . Damit ergibt sich weiter
. (m)+, 1& :
n&3
}=0
!} . (})+, 1=% {. (m)+, 0& :
n&3
}=0
!} . (})+, 0=
+ :
m
l=1
(;l&%:l) \: ( +&1)m&l & :
n&3
}=0
!} : ( +&1)m&l + ,
wobei sinngema ? : ( +&1)s =0 zu setzen ist fu r s<0. Ich bezeichne nun den
Koeffizienten von ;l&%:l abdu rzend mit { (m)l, + und erhalte: Wenn es eine
lineare Relation (1.8) gibt, so gelten die Gleichungen
:
m
l=1
(;l&%:l) { (m)l, + =0 (1+n&3). (1.9)
4. n&1 als Nennerexponent. Sei nun n&1 # E( p) fu r einen Primdivisor
p  Sl von K0. Dann gibt es eine Relation (1.8) mit m=n&2, und es
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gelten somit die Gleichungen (1.9) mit m=n&2. Ich wa hle % # 0x so, da?
;1=%:1 ist, und behaupte, da? dann sogar ;l=%:l fu r 1ln&2 gilt. Ist
na mlich fu r ein k mit 1k<n&2 die Gu ltigkeit von ;l=%:l fu r 1lk
bereits erwiesen, so reduzieren sich die Gleichungen (1.9) auf
:
n&2
l=k+1
(;l&%:l) { (n&2)l, + =0 (1+n&3).
Ich verwende von ihnen die Gleichung mit +=n&2&k und bemerke, da?
{ (n&2)k+1+*, n&2&k={:
n&3&k
1 {0
0
fu r *=0,
fu r *>0.
Folglich verschwindet ;k+1&%:k+1.Wenn also n&1 # E( p) ist fu r
p  Sl und % durch y~ #%x~ mod p2 festgelegt wird, so gilt notwendig
y~ #%x~ mod pn&1. (1.10)
Nun gelte umgekehrt (1.10). Dann hat das Element y~ &%x~ die Prim-
zerlegung
y~ &%x~ $
pn&1p
*
n
(1.11)
mit einem gewissen Primdivisor p
*
, der hier nicht weiter interessiert.
Folglich ist dim pn&1p
*
=dim n=3, was im Hinblick auf dim pn&2=1
nur mo glich ist fu r dim pn&1=2, und es folgt somit n&1 # E( p). Die not-
wendige Bedingung (1.10) ist also auch hinreichend.
Ist n&1 # E( p) fu r einen Primdivisor p  Sl von K0, so la ?t sich auch
die Frage, wann n # E( p) gilt, sofort beantworten: Da in diesem Fall ,(n&2)
linear abha ngig ist von ,(0), ..., ,(n&3), hat man n # E( p) genau dann, wenn
eine Relation (1.8) mit m=n&1 besteht, und es gelten dann die
Gleichungen (1.9) mit m=n&1. Weiter steht fu r % mit ;1=%:1 in diesem
Fall bereits fest, da? ;l=%:l fu r 1ln&2 gilt, so da? sich die
Gleichungen (1.9) hier auf
(;n&1&%:n&1) { (n&1)n&1, +=0 (1+n&3)
reduzieren. Da speziell { (n&1)n&1, 1=1{0 ist, folgt ;n&1=%:n&1, also die
Bedingung
y~ #%x~ mod pn. (1.12)
Wie oben folgt nun, da? diese Bedingung auch hinreichend ist, da hier
(1.11) mit p
*
=p gilt. Zusammenfassend habe ich damit gezeigt:
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Satz 4. Es sei K0 ein Funktionenko rper vom allgemeinen Fermattyp
zum Exponenten n4 und K=0(x, y) mit Fn(x, y)=0 eine Normaler-
zeugung. Ist dann S1 die Menge der Primdivisoren p von K0, welche
entweder im gemeinsamen Nenner n von x, y oder in einer der beiden Dif-
ferenten DK0( y) , DK0( y) aufgehen, so gilt fu r alle p  S1 stets
dim p&=1 fu r &=0, 1, ..., n&2,
gilt weiter fu r p  S1
dim pn&1=2
genau dann, wenn mit x( p)=:, y( p)=; und x~ =x&:, y~ =y&; fu r das
durch y~ #%x~ mod p2 bestimmte Element % # 0 die Kongruenz
y~ #%x~ mod pn&1
erfu llt ist, und gilt schliehlich fu r ein p  S1 mit dim pn&1=2 genau dann
dim pn=3
wenn sogar die scha rfere Kongruenz
y~ #%x~ mod pn
besteht. In diesem letzten Fall ist damit die Dimensionsfunktion &  dim p&
fu r alle &0 bestimmt, ist na mlich der Halbmodul E( p) der m # Z+ , fu r die
pm als Nenner eines Elements von K auftritt, gegeben durch
E( p)=Z+(n&1)+Z+ n.
Die letzte Behauptung folgt wegen n&1 # E( p) und n # E( p) einfach aus
der Bemerkung, da? das Komplement von Z+(n&1)+Z+n aus genau gn
Elementen besteht, wie man durch Abza hlung leicht feststellt. Die Aussagen
des Satzes lassen sich nachtra glich leicht verscha rfen: fu r den Beweis von
dimpn&2=1 wurde nur beno tigt, da? einer der beiden Anfangskoeffizien-
ten, etwa :1 , nicht verschwindet, da? also p |% n nicht in beiden Differenten
steckt; nun sind diese hier stets teilerfremd, so da? dim pn&2=1 fu r alle
p |% n richtig ist. Auch diese letzte Einschra nkung kann man beseitigen,
wenn ein zweites Tupel n$, q$, r$ # C mit (II) existiert derart, da? ein
vorgegebener Primteiler p  n nun die Bedingung p |% n$ erfu llt. Ist nun
Gn(u0 , u1 , u2 , )=0 die Gleichung der Kurve Fn(x0 , x1 , x2)=0 in Linien-
koordinaten und wird #0i (i=0, 1, 2) so gewa hlt, da? Gn(#00 , #01 , #02){0
ist, so ist der Za hler von x$0=#00x0+#01x1+#02x2 ein Produkt von n
verschiedenen Primdivisoren; werden weiter die #+&( +=1, 2; &=0, 1, 2) so
gewa hlt, da? die Determinante det(#+&)+, &=0, 1, 2 nicht verschwindet und die
267AUTOMORPHISMENGRUPPE
File: 641J 190013 . By:CV . Date:17:01:00 . Time:10:10 LOP8M. V8.0. Page 01:01
Codes: 2927 Signs: 1874 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm
Grundpunkte des Koordinatendreiecks in den durch die projektive Trans-
formation x$+=2&=0 #+& x&( +=0, 1, 2) gegeben neuen Koordinaten x$+
nicht auf der Kurve liegen, so erfu llen die drei durch
x$1
x$0
$
q$
n$
,
x$2
x$0
$
r$
n$
gegeben Divisoren n$, q$, r$ offenbar die Bedingungen (II), und es folgt:
Zusatz 1. Die Aussage dim pn&2=1 ist richtig fu r alle Primdivisoren p
von K0.
Insbesondere ist also n&1 die kleinstmo gliche Sprungstelle der Dimen-
sionsfunktion &  dim p& u berhaupt. Auf dieselbe Weise erkennt man
u brigens leicht: Wenn in der Forderung (I) scha rfer dim C=3 verlangt wird
an Stelle von dim3, so ist (II) eine Folge von (I).
Das Beispiel das ``unita ren Falles'' fu r den Fermatko rper Kn 0 zeigt, da?
(bei passender Charakteristik p) die Aussage n&1 # E( p) sogar fu r alle
Primdivisoren p von K0 richtig sein kann.
2. Anwendung auf den Fermatko rper Kn 0
1. Vorbemerkungen. Zur Bequemlichkeit des Lesers entwickle ich
zuna chst einige der wichtigsten bekannten Tatsachen u ber den Fermat-
ko rper Kn 0 (vgl. auch Hasse [1]). Dabei bezeichne `2n eine 2n-te
Einheitswurzel aus 0 mit der Eigenschaft `22n=`n , wo `n die (fu r die
Beschreibung der Fermatgruppe Gn in der Einleitung herangezogene)
primitive n-te Einheitswurzel ist. Wird die Summation u ber a mod 2n
beschra nkt auf die ungeraden Restklassen, a#1 mod 2, so wird dies durch
einen Strich am Summenzeichen angedeutet.
Da das Kn 0(x) erzeugende Polynom Fn(Y )=Fn(x, Y )=Y n+xn+1 #
0(x)[Y] eisensteinsch ist in Bezug auf den Za hler ra von x&`a2n fu r alle
a mod 2n, a#1 mod 2, ist dieser jeweils reinverzweigt in Kn 0(x), wa hrend
der Nenner n von x offenbar vollzerlegt ist in Kn 0:
ra=R
n
a mit Ra=(x&`
a
2n , y)
bzw.
n= `$
a mod 2n
Na mit Na=\1x ,
y
x
&`a2n+ .
Zur Abku rzung sei r=>$a mod 2n Ra gesetzt. Da keine weiteren Verzweigungs-
stellen in Betracht kommen wegen F $n( y)=nyn&1, erha lt man als Differente
DKn0(x)=r
n&1 wegen y$
r
n
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und damit in
|0=
dx
yn&1
$nn&3
ein ganzes Differential von Kn 0. Die kanonische Klasse W von Kn 0 ist
also die (n&3)te Pontenz der Klasse C von n, die wegen 1, x, y # L(n)
mindestens die Dimension drei und natu rlich den Grad n hat. Insbesondere
hat also Kn 0 das Geschlecht gn= 12 (n&1)(n&2) und die Eigenschaft (I)
aus 91.1. Bezeichnet q den Za hler von x, so ist ebenso q=>$a mod 2n qa mit
qa=(x, y&`a2n) , und diese 3 Divisoren n, q, r aus C haben ersichtlich die
Eigenschaft (II) aus 91.1. Aus Symmetriegru nden ist ebenso
DKn 0( y)=q
n&1 fu r x$
q
n
und folglich die Ausnahmemenge S1 aus 91, Satz 4 einfach die Menge der
3n Primteiler Na , Qa , Ra (a mod 2n, a#1 mod 2), diewie man leicht
feststelltvon der Fermatgruppe Gn transitiv permutiert werden. Der
Verlauf der Dimensionsfunktion dim pn fu r diese Ausnahmeprimdivisoren
p # S1 ist leicht zu ermitteln. Da sie konjugiert sind in Bezug auf Gn ,
genu gt es, etwa p=Ra zu betrachten. Aus
x&`a2n$
Rna
n
und y$
>$a mod 2n Ra
n
folgt sofort
w=
`a2n
x&`a2n
$
n
Rna
und &=
y
x&`a2n
$
>$ba mod 2n Rb
Rn&1a
,
also n&1 # E(Ra) und n # E(Ra). Folglich ist Z+(n&1)+Z+ nE(Ra).
Wie bereits in 91.4. bemerkt wurde, gilt hierin dann das Gleichheitszeichen.
Daher ist
E( p)=Z+(n&1)+Z+n fu r alle p # S1 .
2. Beweis von Satz 3. Es sie nun p ein Primdivisor von Kn 0 mit
(n&1) # E( p) und dabei ohne Einschra nkung p  S1 . Wegen p |% nqr sind
die Koordinaten :=x( p), ;=y( p) beide endlich und von Null
verschieden. Es ist bequemer, die in 91 durch x=:+x~ , y=;+ y~ erkla rten
Variablen x~ , y~ hier durch x
*
, y
*
mit x=:(1+x
*
), y=;(1+y
*
) zu erset-
zen, da dann die zugeho rige Erzeugung die einfache Gestalt
Kn=0(x* , y*) mit (1+y*)
n&1=%
*
((1+x
*
)n&1) (2.1)
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mit %
*
=&:n;n annimmt. Wegen :n+;n+1=0 ist also %
*
{0, 1, .
Weiter gilt offenbar y
*
#%
*
x
*
mod p2. Da n&1 # E( p) sein soll, gilt nach
Satz 4 also y
*
#%
*
x
*
mod pn&1 und mithin auch y&
*
#%&
*
x&
*
mod pn&1.
Schreibt man nun (2.1) in der Form
0= :
n
&=1 \
n
&+ ( y&*&%* x&*)= :
n
&=1 \
n
&+ ( y&*&%&* x&*)
+ :
n
&=1 \
n
&+ (%&*&%*) x&*,
so folgt durch Betrachtung modpn&1 sofort, da?
\n&+ (%&*&%*)=0 (1&n&2)
gelten mu?. Die in Frage kommenden %
*
# 0 sind also die gemeinsamen
Nullstellen der Polynome ( n&)(x
&&x) # 0[X] (&=1, ..., n&2), soweit diese
von 0 und 1 verschieden sind. Es sei (h(X )) das von diesen Polynomen
erzeugte Ideal in 0[X]. Im Fall der Charakteristik p=0 ist offenbar
h(X )=X(X&1) und es gibt keine von 0 und 1 verschiedene gemeinsame
Nullstelle, also auch kein p  S1 mit n&1 # E( p). Im Fall einer Primzahl-
charakteristik p ziehe ich die p-adische Entwicklung von n heran; sie hat
die Gestalt n=n0+n1 q1+ . . . +nr qr mit gewissen Potenzen qi= phi von
p(0<h1<h2< . . . <hr) und Koeffizienten ni mit 1ni p&1. Bekannt-
lich ist der Exponent der in ( n&) steckenden p-Potenz die Summe der
p-adischen ``U bertragungszahlen'', welche bei der Addition &+(n&&)=n
entstehen, ist also genau dann ( n&)0 mod p, wenn & die Gestalt
&=&0+&1 q1+ . . . +&r qr mit 0&ini (i=0, ..., r) hat, was abku rzend mit
& pn bezeichnet werde. Demnach wird (h(X )) erzeugt von den X &&X mit
1&n&2 und & pn. Zu diesen Indizes & geho ren, wenn die p-adische
Quersumme s(n)=n0+n1+ . . . +nr3 ist, offenbar alle qi (i=1, ..., r), so
da? also Xqi#X mod(h(X )) und folglich allgemein X&#X s(&) mod(h(X ))
gilt fu r diese & pn. Daher wird (h(X )) auch erzeugt von den Polynomen
Xs(&)&X fu r die & mit 1&n&2 und & pn. Fu r s(n)3 gibt es einen
solchen Index & mit s(&)=2, und es folgt wie im Fall p=0, da?
h(X )=X(X&1) ist und daher kein p  S1 mit n&1 # E( p) existieren kann.
Es bleibt wegen p |% n der Fall s(n)=2, also der ``unita re Fall'' n=1+q.
Hier kann man (2.1) in der Form
0=( y
*
&%
*
x
*
)+( yq
*
&%
*
xq
*
)+( y
*
1+q&%
*
x
*
1+q)
=( y
*
&%
*
x
*
)+( y
*
&%
*
x
*
)q+(%q
*
&%
*
) xq
*
+( y
*
1+q&%
*
1+q)
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schreiben, und bereits die erste Schreibweise macht deutlich, da?
y
*
#%
*
x
*
mod pn&1 und damit n&1 # E( p) hier auch fu r jeden Prim-
divisor p  S1 gilt. Die zweite Schreibweise zeigt, da? die scha rfere
Kongruenz y
*
#%
*
x
*
mod pn und damit die Aussage n # E( p) genau fu r
diejenigen Primdivisoren p  S1 gilt, fu r die %q*=%* erfu llt ist. Wegen%
*
{0, 1 kommen fu r %
*
gerade q&2 Werte in Betracht. Da allgemein
%
*
=z( p) ist fu r die Erzeugende z=xnxn+1 des zum abelschen Nor-
malteiler An der Fermatgruppe En geho renden Fixko rpers K Ann =0(z), so
geho ren jeweils genau (Kn 0(z))=n2 verschiedene Primdivisoren p  S1
zum selben Paremeterwert %
*
{0, 1. Die Gesamtanzahl aller p mit
E( p)=Z+(n&1)+Z+ n bestimmt sich daher in diesem Fall zu
3n+n2(q&2)=q3+1, und es ist nun leicht, diese Primdivisoren p als die-
jenigen zu identifizieren, deren Koordinaten :=x( p), ;=#( p) beide zu
Fq2 _ [] geho ren. Damit ist der in der Einleitung formulierte Satz 3
bewiesen.
3. Die Weierstrahpunkte van Kn 0 im klassischen Fall. Die in 91
ausgefu hrten Rechnungen lassen sich im Spezialfall des Fermatko rpers
Kn 0 leicht explizit gestalten und fu hren dann zu einer ersten Beschreibung
aller Weierstra?punkte van Kn 0 wenigstens im Fall klassischer Fehlzahl-
verteilung. Ich gehe dazu wieder aus von p  S1 mit x( p)=:, y( p)=; und
dem zugeho rigen Parameterwert %
*
=z( p) mit z=xn(xn+1). Fu r die
durch x=:(1+x
*
), y=;(1+y
*
) erkla rten lokalen Variablen x
*
, y
*
gilt
dann die Gleichung (1+y
*
)n&1=%
*
(1+x
*
)n&1, so da? sich die Wahl
von t=(1+x
*
)n&1 als Primelement fu r p von selbst anbietet. Fu r die
Entwicklungen der Potenzen von x
*
und y
*
ergibt sich dann
xk
*
= :
m0
: (k)m t
m, yk
*
= :
m0
; (k)m t
m mit ; (k)m =%*
m : (k)m
und
: (k)m = :
k
}=0
(&1)k&} \k}+\
}
n
m+=2ku=0 \
u
n
m+ ,
wo 2 den Differenzenoperator bezeichnet. Verzichtet man auf die
Polynomwertdeutung von ( }nm ), so bleiben diese Formeln auch im Fall
p{0 gu ltig, da die ( }nm ) fu r p ganze rationale Zahlen sind. Fu r die Koef-
fizienten .(m)+, * der Linearformen ,
(m): W  0 ergeben sich damit die
Ausdru cke
.(m)+, *=.
(m)
+, *(%*)= :
k+l=m
: (+&*)k :
(*)
l %
l
*
(0*+n&3) (2.3)
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Mit den Indexpaaren (+, *), etwa in lexikographischer Anordnung, als
Zeilenindex und } als Spaltenindex sie nun
Wn(T )=det(. (})+, *(T )) # 0[T] (2.4)
die aus den Linearformen ,(})(}=0, ..., gn&1) gebildete Determinante, in
der nur der Paramterwert %
*
durch eine Unbestimmte ersetzt ist. Dann ist
klar, da? fu r einen Paramterwert %
*
{0, 1 genau dann Wn(%*)=0 ist,
wenn die Linearformen ,(})(0}gn&1) linear abha ngig sind. Es folgt
also im Einzelnen:
Satz 5. Der Fermatko rper Kn 0 hat genau dann die klassische
Fehlzahlverteilung 1, 2, ..., gn , wenn das Polynom Wn(T) # 0[T] nicht
verschwindet. Ist das der Fall, so entspricht jeder von 0, 1 verschiedenen
Nullstelle %
*
von Wn(T) eine Serie von n2 Weierstrahpunkten von Kn 0,
welche konjugiert sind bezu glich An . Mit %* ist auch 1%*, 1&%*, 1(1&%*),%
*
(%
*
&1), 1&1%
*
jeweils eine Nullstelle von Wn(T ), und jedes solches
Nullstellen6tupel entspricht einer GnKonjugiertenSerie von Weierstrah-
punkten von Kn 0 und umgekehrt, wenn man das (ausgeschlossene) 6-tupel
0, 1, , 0, 1,  der Serie S=S1 zuordnet.
Fu r n=4 erha lt man beispielsweise
W4(T )=&
3
27
(T 2&T ).
Fu r diesen Exponenten hat man also eine nichtklassische Fehlzahlver-
teilung nur im Fall der Charakteristik p=3.
Fu r p>3 ist die Serie S wie fu r p=0 die einzige Serie von Weierstra?-
punkten; bei p=3 liegt ein ``unita rer fall'' vor. Fu r n=5 ergibt sich nach
einiger Rechnung
W5(T)=
23 } 3
516
T 4(T&1)4 (T+1)(2T&1)(T&2),
und man hat eine nichtklassische Fehlzahlverteilung nur fu r p=2, 3 (dabei
liegt fu r p=2 ein ``unita rer Fall'' vor, fu r p=3 dagegen nicht). Fu r alle
p>5 gibt es also noch genau eine weitere G5-Konjugiertenserie von
Weierstra?punkten von K5 0 neben der Serie S=S1 . Fu r gro ?ere n wird
die Berechnung von Wn(T ) allerdings etwas mu hsam.
3. Anwendungen der Relativgeschlechtsformel
1. Die Relativgeschlechtsformel. Es sei K0 ein algebraischer Funk-
tionenko rper vom Geschlecht g. Ist dann t eine separierende Variable, so
gilt gekanntlich
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dt$
DK0(t)
n2t
,
wo DK0(t) die Relativdifferente und nt den Nenner von t bezeichnet. Durch
Gradvergleich folgt zuna chst 2(g&1)=d(DK0(t))&2(K0(t)). Wa hlt man
t # K0 fu r irgendeinen separierenden Teilko rper K0 0, so ergibt sich aus
dem Differentenschachtelungssatz, wenn K0 0 das Geschlecht g0 hat, die
Relativgeschlechtsformel nun in der allgemeinen Gestalt
2(g&1)=2(g0&1) } (KK0)+d(DKK0). (3.1)
Ist speziell K0=K G der Fixko rper einer endlichen Gruppe G von
Automorphismen von K0, so ist KK0 galoissch mit G als Galoisgruppe,
insbesondere also K0 separierend und (KK0)=|G |. Da es hier stets
separierende Elemente t # K0 gibt, ist (3.1) anwendbar. Es seien nun die t0
Primdivisoren P01 , ..., P0t0 von K0 0 verzweigt in KK0 . Weiter sei jeweils
pi ein fester Primteiler von p0i in K und G( p i) seine Zerlegungsgruppe, die
hier mit der Tra gheitsgruppe G0( pi) zusammenfa llt, und
G( pi)=G0( pi)G1( pi) } } } G&i ( pi)>G&i+1( pi)=E
die zugeho rige Reihe der Verzweigungsgruppen, sowie |G( pi)|=e0i die
Verzweigungsordnung von pi | P0i fu r i=1, ..., t0 . Wendet man die
Hilbertsche Formel fu r den Differentenexponenten an, so wird aus (3.1) in
diesem Fall
2(g&1)
|G|
=2(g1&1)+ :
t0
i=1
1
e0i
:
&i
&=0
( |G&( pi)|&1). (3.2)
Ist insbesondere G regula r, d.h. die Charakteristik p kein Teiler von |G|, so
gewinnt diese Formel, da dann stets &i=0 ist, die bekannte einfache
Gestalt
2(g&1)
|G|
=2(g0&1)+ :
t0
i=1 \1&
1
e0i+ . (3.3)
Die Reihenfolge der P0i sei so gewa hlt, da? 2e01e02 } } } e0t0 ist;
ich nenne dann (e01 , ..., e0t0) den Verzweigungstyp von KK0 (oder auch
von G).
Als erste Anwendung der Relativgeschlechtsformel zeige ich, da? bei
gegebenem Geschlecht g>1 die Forderung der Regularita t fu r alle
hinreichend gro?en p von selbst erfu llt ist. Sei dazu p>2g+1 und sei
angenommen, K0 habe einen Automorphismus der Ordnung p. Ich
273AUTOMORPHISMENGRUPPE
File: 641J 190019 . By:CV . Date:17:01:00 . Time:10:10 LOP8M. V8.0. Page 01:01
Codes: 3032 Signs: 2267 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm
verwende (3.2) fu r die von diesem Automorphismus erzeugte zyklische
Gruppe der Ordnung p; mit der Abku rzung
a= :
t0
i=1
(&i+1) ist dann p&3>2(g&1)=2(g0&1) p+a( p&1)>0.
Offenbar ist g02 unmo glich; dasselbe gilt fu r g0=1, da fu r a>0
stets a2 sein mu?, weil nicht &i=0 sein kann. Es folgt g0=0 und
einerseits 3p&3>a( p&1), also a<3, anderseits a( p&1)>2p, also
a>2(1+1( p&1)), mithin a3. Dieser Widerspruch zeigt:
3.4. Ist g>1, so ist fu r p>2g+1 die volle Automorphismengruppe von
K0 regula r.
Von nun an sei stets G regula r. Hier geht die Formel (3.3) und ihre Dis-
kussion schon auf Hurwitz zuru ck (vgl. Hurwitz [3]). Man sieht sehr
leicht:
3.5. Ist 0<2(g&1)|G|<1, so ist entweder g0=0 und 3t05 oder
g0=1 und t0=1. Ist 0<2(g&1)|G|<12, so ist g0=0 und ist t0=3 oder
t0=4. Ist 0<2(g&1)|G|<16, so ist stets g0=0 und t0=3, und als
Verzweigungstypen kommen nur die folgenden in Betracht: (:) (2, 3, e) mit
7e<, (;) (2, 4, e) mit 5e11, (#) (2, 5, e) mit 5e7, und ($)
(3, 3, e) mit e=4 oder e=5.
2. Beweis von (0.1). Ist G eine regula re Gruppe mit 0<2(g&1)|G|<
12, welche Untergruppe vom Index (G
*
: G)=m>1 einer gro ?eren
regula ren Gruppe G
*
des Fermatko rpers K0=Kn 0 ist, so hat mit
K0=K G auch K*=K
G*K0 das Geschlecht g*= g0=0. Ich betrachte
nacheinander die An umfassenden Untergruppen G=Gn , Nn , Ln der Fer-
matgruppe Gn vom Index k=1, 2, 3, in den letzten beiden Fa llen unter der
zusa tzlichen Voraussetzung p=2 bzw. 3, im ersten Fall fu r p |% 6 und wie
stets p |% n, so da? G jeweils eine gro ?te regula re Untergruppe der Gn ist.
Die Verzweigungstypen sind dann (2, 3, 2n) fu r G=Gn , (3, 3, n) fu r
G=Nn und (2, n, 2n) fu r G=Ln . Dies ist ein Nebenergebnis des Beweises
von Satz 2 im nachfolgende Abschnitt, la ?t sich aber auch leicht direkt
begru nden. In jedem Falle sind t0=3 Primdivisoren von K0 in K verzweigt.
Der Fall m=2 kann gar nicht auftreten: Fu r k=1, 3 ist dies klar, da dann
die Verzweigungsindizes e0i (i=1, 2, 3) paarweise verschieden sind. Fu r
m=k=2 wa ren in K0 K* zwei Primdivisoren verzweigt und daher ha tteKK
*
den Verzweigungstyp (2, 3, 2n) , im Widerspruch zur Geschlechtsfor-
mel (3.3). Damit folgt also in allen Fa llen |G
*
|6n2, und nach (3.5) sind
in KK
*
genau t
*
=3 Primdivisoren von K
*
verzweigt. Ein Vergleich der
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Relativgeschlechtsformeln zeigt, da? die Verzweigungstypen von KK0 und
KK
*
durch die Beziehung
0<m \1& :
3
i=1
1
e
*i
+=1& :
3
i=1
1
e0i
=
k
6 \1&
3
n+ (3.6)
miteinander verbunden sind. Dabei ist jedes e0i Teiler eines gewissen e*j mit
einem Komplementa rteiler m. Gesucht sind mo gliche Indizes m3 und
Verzweigungstypen (e
*1
, e
*2
, e
*3
), welche der Bedingung (3.6) unter den
genannten Nebenbedingungen genu gen. Wegen 0<2(g&1)|G
*
|<16
wu rden sie der Liste (3.5) angeho ren. Eine einfache Diskussion zeigt aber,
da? solche Verzweigungstypen fu r k=1, 2, 3 nicht existieren. Also ist
G=Gn , Nn , Ln jeweils maximalregula r, was zu zeigen war.
3. Beweis von Satz 2. Nun sei K0 ein Funktionenko rper mit einer
regula ren Automorphismengruppe G der Ordnung |G|=6n2 vom
Geschlecht g mit 1<ggn . Dann ist
0<
2(g&1)
|G|

2(gn&1)
6n2
=
1
6 \1&
3
n+<
1
6
; (3.7)
der Fixko rper K0=K G hat also das Geschlecht g0=0, und der
Verzweigungstyp (e01 , e02 , e03) von G geho rt zur Liste (3.5). Nach den
Voraussetzungen u ber die Struktur von G hat diese Gruppe einen Nor-
malteiler A IG vom Index (G : A)=6 mit nichtzyklischer Faktorgruppe
G =GA. Ist K1=K A der Fixko rper und g1 sein Geschlecht, so ist nach
(3.5) wegen 0<2(g&1)|A|(1&3n)<1 der Ko rper K1 0 entweder
rational oder elliptisch und ist im elliptischen Fall t1=1 fu r A. Ich
betrachte zuna chst die nichtzyklische galoissche Erweiterung 6-ten Grades
K1 K0 . Ihr Differentengrad d1 ist 10 bzw. 12 fu r g1=0 bzw. g1=1, und
als in K1K0 verzweigte Zerlegungstypen kommen nur in Frage
P0=(P1 P$1P"1)
2 und P0=(P1P$1)
3, welche den Beitrag 3 bzw. 4 zum Dif-
ferentengrad d1 liefern. Im rationalen Fall g1=0 sind also notwendig zwei
Primdivisoren nach der ersten Art, einer nach der zweiten Art zerlegt, sind
also zwei der e0i gerade und das dritte e0i durch 3 teilbar. Von der Liste
(3.5) erfu llen au?er (2, 3, 2f ) ( f 4) nur noch (2, 4, 6) und (2, 4, 9)
diese Bedingung und liefern dann fu r KK1 den Verzweigungstyp
( f, f, f )( f 4) bzw. (2, 2, 2, 2, 2) bzw. (2, 2, 2, 3, 3). Im elliptischen
Fall mu ?ten alle drei in KK0 verzweigten Primdivisoren P0i von K0 in
K1 K0 nach der zweiten Art zerlegt sein, mu ?ten also alle drei e0i durch 3
teilbar sein. Da sich kein solcher Typ in der Liste (3.5) findet, entfa llt der
elliptische Fall, ist also sicher g1=0. Soweit K1 K0 . Ich betrachte nun
KK1 . Nach Voraussetzung u ber G ist dies eine abelsche Erweiterung vom
Exponenten n und vom Grad n2 mit A als Galoisgruppe. Dabei ist g1=0
und hat A einen Verzweigungstyp ( f, f, f )( f 4) oder (2, 2, 2, 2, 2) oder
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(2, 2, 2, 3, 3). Weiter ist 0<2(g&1)|A|=2(g&1)n2=1&3f bzw. 12
bzw. 1&16 jeweils 2(gn&1)n2=1&3n, also f n bzw. 6n bzw.
18n. Da andererseits die Galoisgruppe A von den verzweigungs-
gruppen erzeugt wird (ein rationaler Ko rper besitzt keine unverzweigte
Erweiterung!), ist der Exponent n ein Teiler von f bzw. 2 bzw. 6. Beides ist
nur vereinbar, wenn der Verzweigungstyp (n, n, n) vorliegt fu r A, also der
erste Fall mit f=n, und es folgt sofort g=gn . Zum Abschlu? des Beweises
wa hle ich eine erzeugende Variable z des rationalen Ko rpers K1=0(z) so,
da? fu r die drei in KK1 verzweigten Primdivisoren P1i (i=1, 2, 3)
z$
P12
P11
, z+1$
P13
P11
gilt. Es sei Pi K1 der Tra gheitsko rper der Primteiler von P1i in KK1 .
Da die drei Tra gheitsgruppen zyklisch von der Ordnung n sind, ist
(KPi)=(Pi K1)=n, ist der Differentengrad von Pi K1 also mindestens
2(n&1), mit Gleichheit nur im Fall, da? Pi 0 rational ist. Dieser Fall liegt
vor, da in Pi K1 nur P1j ( j=1, 2, 3; j{i ) verzweigt sein kann, und es
ist P1j=P
n
ij reinverzweigt in Pi K1(i{j ). Mithin gibt es Elemente x # P3
und y # P2 mit xn$z und yn$z+1 und P3=0(x), P2=0( y). Weil P12
reinverzweigt in P3 K1 , aber unverzweigt in P2 K1 ist, gilt P3 & P2=K1 ,
also K=P2 P3=0(x, y). Eventuell nach Aba nderung um konstante Fak-
toren ergibt sich aus xn$z, yn$z+1 als erzeugende Gleichung die
Fermatgleichung xn+yn+1=0. Also ist K0=Kn 0 und G=Gn , was zu
zeigen war.
4. Verzweigungspunkte als Weierstrahpunkte: Die durch Satz 3
bestimmte Serie S von Weierstra?punkten des Fermatko rpers Kn 0(n4)
ist eine Konjugiertenserie von Verzweigungsprimteilern von Kn 0
bezu glich des Fixko rpers seiner Automorphismengruppe. Es erhebt sich die
Frage, ob es sich auch bei den anderen Verzweigungsprimteilern wenigstens
fu r hinreichend gro?e n um Weierstra?punkte handelt. Im ``unita ren Fall''
gibt es nach Mitteilung von Herrn Matzat nur noch eine weitere Serie
von Verzweigungsprimteilern; diese sind regula r verzweigt und keine
Weierstra?punkte; genauer erscho pft S in diesem Fall bereits die Menge
aller Weierstra?punkte von Kn 0. Im ``nichtunita ren Fall'' handelt es sich
bei den p # S um die zur gro ?ten Verzweigungsordnung e03=2n geho ren-
den Verzweigungsprimteiler. In gewissen einfach gelegenen Fa llen erlaubt
die Relativgeschlechtsformel, die aufgeworfene Frage zu beantworten. Dies
beruht auf der trivialen Bemerkung:
(3.8) Haben die Funktionenko rper K0 und K0 0 vom Geschlecht g bzw.
g0 mit K0K beide die klassische Fehlzahlverteilung, ist weiter (KK0)=e
und der Primdivisor P0 von K0 0 reinverzweigt in KK0 , also P0= pe, ist
schliehlich das Relativgeschlecht g&eg0e, so ist p ein Weierstrahpunkt
von K0.
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Dies ergibt sich unmittelbar aus den eingehenden Definitionen. Nach der
Relativgeschlechtsformel ist die geforderte Ungleichung gleichbedeutend
mit der Abscha tzung
d(DKK0)2(2e&1) (3.9)
fu r den Differentengrad von KK0 .
Bei der Suche nach weiteren Weierstra?punkten von Kn 0 im Falle n=5
bei p=0 ist Herr Mo hrmann durch Faktorisierung der Wronskideter-
minante auf die Serie der zu
Z=(x&1, y&`2n n- 2) (3.101)
konjugierten Primdivisoren von Kn 0 gesto?en, die sich fu r n=5 als
Weierstra?punkte vom Gewicht 1 erweisen und zusammen mit S die
Menge aller Weierstra?punkte von K5 0 ausscho pfen. Man erkennt leicht,
da? es sich bei den Gn-Konjugierten von Z um die zur Verzweigungs-
ordnung e01=2 geho renden Verzweigungsprimteiler von Kn K Gnn handelt
mit U2=Gn(Z)=<T > als Fixgruppe in der Gn . Mit Hilfe von (3.8)
werde ich anschlie?end zeigen, da? diese Verzweigungsprimteiler fu r alle
n5 jedenfalls Weierstra?punkte von Kn 0 sind, wenn nur p=0 oder p
genu gend gro? ist. Bei den zu e02=3 geho renden Verzweigungsprimteilern
von Kn 0 handelt es sich um die Gn -Konjugierten von
T=(x&`3++1 , y&`23++1) (n=3
+n0 , 3 |% n0). (3.102)
Hier fu hrt die Bemerkung (3.8) jedenfalls dann zum Ziel, wenn n#0 mod 3
ist. Die zugeho rige Tra gheitsgruppe ist hier durch U3=Gn(T)=
(SA&1n0 , n0) gegeben. Zum Beweis bezeichne fu r i=2, 3 jeweils Vi den Nor-
malisator von Ui in der Gn und 4i den Fixko rper von U i . Es sind dann die
Differentengrade di=d(DKn 4i) zu bestimmen. Nun sind in Kn 4i jeweils
(Vi : Ui) Gn-Konjugierte von Z bzw. T und keine Gn-Konjugierten von T
bzw. Z verzweigt fu r i=2, 3. Die Gn-Konjugierten von R sind stets
unverzweigt in Kn 43 wegen U3 & An=E; sie sind bei 2 | n auch
unverzweigt in Kn 42 , da T kein Quadrat sein kann in der von der
Ordnung 2n zyklischen Fixgruppe Gn(R)=(TA&11, 1); dagegen ist fu r 2 |% n
genau ein zu R konjugierter Primdivisor verzweigt in Kn 42 , na mlich der-
jenige, dessen Fixgruppe mit dem Normalisator von U2 zusammenfa llt
(seine Eindeutigkeit folgt sofort aus der Bemerkung, da? seine Fixgruppe
als 2-Sylownormalisator ihr eigener Normalisator ist). Aber (V2 : U2)=n
gilt auch fu r 2 | n, wa hrend (V3 : U3)=2 fu r 3 |% n bzw. =6 fu r 3 | n ist. Es
folgt d2=n+$ mit $=0 oder 1 fu r 2 | n bzw. 2 |% n und d3=12 oder 4 fu r
3 | n bzw. 3 |% n und damit nach (3.9) die Behauptung:
Ist p=0 oder genu gend groh, so sind die Gn-Konjugierten von Z fu r n5
stets, die Gn-Konjugierten von T fu r n6 jedenfalls fu r n#0 mod 3
Weierstrahpunkte von Kn 0.
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4. Bestimmung der Automorphismengruppe von Kn 0
1. Vorbereitungen. Es bezeichne nun G die volle Automorphismen-
gruppe von Kn 0 und G( p) die Fixgruppe eines Primdivisors p. Ich wa hle
p=R1=(x&`2n , y) # S. Dann ist dim pn=3 und ist mit
&=
y
x&`2n
, w=
`2n
x&`2n
durch 1, &, w eine 0-Basis von L(pn) gegeben, welche Kn 0 erzeugt,
Kn=0(&, w) mit Fn(&, w)=&n+((w+1)n&wn)=0.
Da fu r U # G( p) mit z aus L( pn) auch zU zu L( pn) geho rt und denselben
Nenner hat wie z, erfa hrt G( p) eine treue Darstellung durch lineare Auto-
morphismen von L( pn), welche die Glieder der Teilraumkette L( pn&2)=
0<L( pn&1)=0+0&<L( pn)=0+0&+0w in sich abbilden. Man hat
also &U=/&+: und wU=w+;&+# mit Elementen /=/(U ), #=#(U )
aus 0, von denen sicher / und  von Null verschieden sind. Anders gesagt,
1 0 0
U \: / 0+# ; 
ist eine treue Darstellung von G( p) durch dreireihige Dreiecksmatrizen,
und eine regula re Matrix dieses Typs ist genau dann das Bild eines
U # G( p), wenn Fn(/&+:, w+;&+#)=0 ist, wenn also das Polynom
Fn(/V+:, W+;V+#)&/nFn(V, W )=0 (4.2)
in 0[V, W] verschwindet.
2. Der unita re Fall. Ist zuna chst n=1+q (mit q=ph), so ist (4.2)
a quivalent mit den Bedingungen 1+#+#q+:1+q&/1+q=&/1+q=
q&/1+q=;+/:q=;q+/q:=0. Hieraus folgt, da?  # Fxq , / # F
x
q2 ,
: # Fq2 , ;=&/:q # Fq2 und schlie?lich # # Fq2 ist. Eine Matrix der Form
(4.1) ist also genau dann das Bild eines Automorphismus U # G(p), wenn
sie die Gestalt
1 0 0
\: / 0 +# &/:q /1+q
mit
/, :, # # Fq2 , /{0, #+#q=/1+q&1&:1+q
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hat. Da die Spurabbildung surjektiv ist, gibt es zu beliebigen / und :
jeweils genau q Elemente #, welche dieser Bedingung genu gen, und es folgt
nun |G( p)|=q3(q2&1), also |G|=(G : G( p)) |G( p)|=(q3+1) q3(q2&1).
Da bereits die Untergruppe Gn
*
der unita ren Automorphismen diese
Ordnung hat, ist G=Gn
*
und damit der auf den unita ren Fall bezogene
Teil von Satz 1 bewiesen. Auch die Reihe der Verzweigungsgruppen la ?t
sich nun mu helos ablesen: es ist
G( p)=G0( p)>G1( p)>G2( p)= . . . =Gn( p)>Gn+1(p)=E.
Dabei ist G1( p) der Kern des Charakters / : G( p)  Fxq2 und ist G2( p) der
Kern des (additiven) Charakters : : G1( p)  F+q2 . Aus der Relativ-
geschlechtsformel (3.2) folgt daher nach einfacher Rechnung: Es gibt im
unita ren Fall neben den Primdivisoren p # S weitere Primdivisoren von Kn 0,
welche verzweigt sind u ber dem Fixko rper K Gn . Sie liefern zum Differenten-
grad den Beitrag q4(q2&1)2. Die Frage, um welche Primdivisoren es sich
dabei handelt und wie sie sich geometrisch charakterisieren lassen, mu?
hier offen bleiben.
3. Die Verzweigungsgruppe G1( p) im allgemeinen Fall. Von nun an sei
der unita re Fall ausgeschlossen.Da der homogene Bestandteil n&1 ten
Grades der linken Seite von (4.2) durch
n(/n&1:V n&1+(W+;V )n&1&/nWn&1)
gegeben ist, bedeutet sein Verschwinden, da? die Bedingungen
/n&1:+;n&1=n&1&/n=0 und
\n&1& + &;n&1&&=0 (1&n&2)
erfu llt sein mu ssen. Da n&1 keine Potenz der Charakteristik ist, kann das
nur der Fall sein, wenn ;, also auch : verschwindet. Damit vereinfacht sich
(4.2) zu
Fn(/V, W+#)&/nFn(V, W )=0,
oder also, da die linke Seite V nicht mehr entha lt, zu
\n&+ [n&&((#+1)&&#&)&/n]=0 (1&n). (4.3)
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Ich bestimme zuna chst den irregula ren Bestandteil von G( p), also die
Elemente U der Verzweigungsgruppe G1( p). Fu r das Primelement t=&w
gilt allgemein
tU#
/

t \1& # }
1
w+ mod pn+2
und daher tU#t mod p2 genau dann, wenn /=1. Wegen /n=n&1 ist
das mit /==1 gleichbedeutend. Die zu betrachtenden # # 0 sind also die
gemeinsamen Nullstellen der Polynome
\n&+ ((X+1)&&X&&1) # 0[X] (1&n).
Der Fall p=0 ist hier uninteressant. Im Fall einer Primzahl
charakteristik p folgt genau wie in 92, 2, da? das von diesen Polynomen
erzeugte Ideal (h(X )) von den Polynomen (X+1)&&X&&1 zu den
Exponenten & mit 1&n und &p n erzeugt wird
Unter Verwendung der dort eingefu hrten Bezeichnungen und der Tat-
sache, da? insbesondere die &=1+qi zu diesen Indizes &p n geho ren
und die Polynome (X+1)1+qi&X 1+qi&1=Xqi+X das Ideal (h(X ))
liefern, folgt Xqi#&X mod (h(X )) fu r i=1, ..., r und somit weiter
(&X+1)s(&)&(&X )s(&)&1 # (h(X ))
fu r die & mit 1&n, &p n, sowie p |% & falls p{2 ist, wobei wieder s(&)
die p-adische Quersumme von & bezeichnet. Es sei zuna chst p{2. Gibt es
unter den hier zugelassenen Indizes einen Index & mit s(&)=2, so folgt
&2X # (h(X)), also h(X)=X. Es gibt es keinen solchen Index &, so hat n
die Form n=n0+q1 mit 1n0p&1. Aber n0=1 war ausgeschlossen. Es
ist also n1 mod p, mithin ( n2)0 mod p, und es liegt somit
(1+X)2&X2&1=2X in (h(X )). Daher ist auch in diesem Fall h(X)=X
und fu r p{2 mithin stets #=0 die einzige Lo sung. Fu r p{2 ist also
G1( p)=E trivial. Nun sei p=2. Wegen T1 # G1( p) mit #(T1)=&1=1 ist
sicher auch #=1 eine Lo sung neben der stets vorhandenen Lo sung #=0.
Da der unita re Fall ausgeschlossen ist, gibt es hier stets einen Index & mit
& pn und s(&)=3. Es folgt (X+1)3+X3+1=X(X+1) # (h(X )), also
h(X )=X(X+1). Da somit andere Lo sungen als #=0 und #=1 nicht in
Frage kommen, in G1( p) aber U durch #=#(U) eindeutig bestimmt ist, hat
hier G1( p) die Ordnung |G1( p)|=2.
4. Abschluh des Beweises von Satz 1. Sei zuna chst p{2, 3. Dann ist
einerseits (G : G( p))=3n nach Satz 3, andererseits p |% |G( p)|, also G selbst
regula r. Weiter ist GnGn und G maximalregula r nach (0.1). Es folgt
G=Gn . Es sei zweitens p=2 und Nn der Normalteiler der Fermatgruppe
280 HEINRICH-WOLFGANG LEOPOLDT
File: 641J 190026 . By:CV . Date:17:01:00 . Time:10:10 LOP8M. V8.0. Page 01:01
Codes: 3310 Signs: 2436 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm
Gn vom Index 2. Hier ist Nn maximalregula r nach (0.1). Da |G| genau
durch 21 teilbar ist, hat G einen Normalteiler N vom Index 2. Es genu gt
NNn zu zeigen, um auf N=Nn und damit G=Gn schlie?en zu ko nnen,
weil N regula r, Nn aber maximalregula r ist. Da jedoch Gn N eine gerade
Ordnung hat, ist G=Gn N, also (G : N)=2=(Gn N : N)=(Gn : Gn & N).
Folglich ist Gn & N=Nn , also NNn und damit wie gesagt G=Gn . Es sei
schlie?lich p=3 und Ln eine der drei konjugierten Untergruppen der Fer-
matgruppe vom Index 3, etwa Ln=Gn(r). Ist G(r) die Fixgruppe von
r=>$a mod 2n Ra in G, so ist wegen p=R1 sicher G( p)G(r) und
(G(r) : G( p))=n. Somit ist, da hier G( p) regula r ist, G(r) eine regula re
Untergruppe vom Index 3, welche Ln=Gn(r) umfa?t. Da hier nach (0.1) Ln
maximalregula r ist, folgt Ln=G(r), also wiederum G=Gn . Liegt also der
unita re Fall nicht vor, so ist die Fermatgruppe Gn die volle
Automorphismengruppe von Kn 0. Damit ist Satz 1 in allen Teilen
bewiesen.
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